
Frenet 公式

对 Frenet 标架 {r(s); t,n, b}，有 ṫ = κn，ḃ = −τn，现讨论由 t,n, b 的线性组合表示

ṅ.
设 ṅ = at+ bn+ cb，则 ṅ · t = a. 而 n · t = 0，两边对 s 求导，得

ṅ · t+ n · ṫ = ṅ · t+ n · κn = ṅ · t+ κ = 0.

于是 a = ṅ · t = −κ. 而 b = ṅ · n = 0.c = ṅ · b，对 n · b = 0 求导，与 a 的求法同理可得

b = τ . 于是.
ṅ = −κt+ τb.
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上式称为 Frenet 公式. 这是一个一阶线性常微分方程组.

例 1. 平面曲线 C 的曲率 κ 是大于零的常数的充要条件是 C 是圆.

注. 因为只考虑曲线的局部性质，这里说的“圆”指的是圆的一部分.

证明. 已知圆的曲率是常数，下证必要性.
曲率中心的轨迹

r∗(s) = s+
1

κ
n(s),

对 s 求导，得
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所以 r∗(s) 为常向量，设 r∗(s) = r0，则
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κ
n ⇒ |r − r0| =
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.

故 r 是以 1/κ 为半径的圆.
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